
1 
 

ΑΚΗΕΙ-ΕΡΩΣΗΕΙ ΣΑ ΔΙΑΝΤΜΑΣΑ 
1) ∆ίνεται  παραλλθλόγραµµο  ΑΒΓ∆  και  τα  ςθµεία  Μ,  Ν  τζτοια  ώςτε  να είναι:  =    και  .  
Να αποδείξετε ότι τα ςθµεία Μ,  Γ και Ν είναι ςυνευκειακά.  
 

1α) Αν  2 3 5 ,    4 6 ,     2 11 27
           

 τότε να δείξετε ότι τα ςθμεία Α , Β , Γ 

είναι ςυνευκειακά .   
 

1β) Αν AB (2,2),  A (3,1),  (1,3)
  

 να εξετάςετε αν τα Β,Γ,Δ, είναι ςυνευκειακά. (ΕΜΕ) 

 
1γ) Δίνεται τραπζηιο ΑΒΓΔ με Α=Β=90ο  και ονομάηουμε Μ το μζςο του ΑΒ. ΝΑ δείξετε ότι: 

2

M

.

   

    
 

1δ) Ζςτω ςθμείο Μ ςε κφκλο με κζντρο Ο και διάμετρο ΑΒ. Παίρνουμε τα διανφςματα 

 και 
   

. Να αποδείξετε ότι ο κφκλοσ (Α,ΑΒ) περνάει από το Δ. 
 

1ε) Δίνεται παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ και ςθμείο Ε τζτοιο ώςτε 
  

. Αν επιπλζον ιςχφει 
 

τότε να αποδείξετε ότι 
2 2 2

4
  

. 

 1στ) Δίνονται τα διανφςματα  = (- 2, 3) και  = (4, - 3). Να βρείτε το διάνυςμα  ώςτε να είναι ⊥  (3  - 
5 ). 
 

1η)  Να αποδείξετε ότι τα διανφςματα  =(x+1, x2+2x+1)    =(x-1, x2-1) είναι παράλλθλα για x≠±1 
**Πότε τα δφο διανφςματα είναι ομόρροπα; 
 
1θ) Αν Ο είναι θ τομι των διαγωνίων ενόσ παραλλθλογράμμου ΑΒΓΔ  , να δείξετε        ότι για κάκε ςθμείο 

Μ του επιπζδου ιςχφει 4
    

 
 

ΕΩΣΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ 
 

1θ) Να υπολογίςετε τθ γωνία των διανυςμάτων ,
 

ςτο διπλανό ςχιμα, αν είναι γνωςτό ότι 

οι διαγώνιοι u ,v
  

είναι  

αντίςτοιχα τα διανφςματα u (0, 3),v (2, 3)
 

 
    
 

 
 
 
 
 
 
 
2) Να υπολογίςετε το εςωτερικό γινόμενο των διανυςμάτων α=(0,3) και β=(λ,-3). Για ποια τιμι του λ τα 
διανφςματα είναι αντίρροπα; 
 

2α) ΕΜΕ  = 10,2  , 3,8 , 2,2
  

να υπολογίςετε τα  

,    ,       ,        ,        ,     ,     
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2β) ΕΜΕ  Αν Ο ςθμείο ςτο επίπεδο του τριγώνου ΑΒΓ ώςτε 
     

όπου Μ,Κ,Ν μζςα 
των ΑΒ, ΓΒ,ΓΑ αντίςτοιχα, να δειχτεί ότι το Ο είναι περίκεντρο του ΑΒΓ 

3) Στο παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ το Μ είναι μζςο τθσ ΑΒ. Αν να εκφράςετε τα  και 

ςαν ςυνάρτθςθ των  και να αποδείξετε ότι  όταν τα  και  είναι κάκετα μεταξφ 
τουσ. 
 

 4α)Αν | | = 2, | | = 2√2, ( ) = 45° να βρείτε τθ γωνία ( - , ). 
 

4β) OEΦE*2012 ∆ίνονται  τα  διανφςµατα   ,
 

 για  τα  οποία  ιςχφει  2, 1


  και 

2 3
   

.  

Β1.  Να αποδείξετε ότι 1
 

.                                                    Μονάδες 5  

Β2.  Να βρείτε τθ γωνία των διανυςµάτων 
,
 

.                   Μονάδες 5  

Β3.  Να αποδείξετε ότι: 2 3
   

                                                           Μονάδες 7  

Β4.   Να βρείτε τθν προβολι του διανφςµατοσ 2 3
 

 ςτο διάνυςµα 


 . Μονάδες 8  

 

5) Αν  = (1,0) και  = (-1,3) να αναλφςετε το διάνυςμα  ςε δφο κάκετεσ ςυνιςτώςεσ από τισ οποίεσ θ μία 
να είναι παράλλθλθ ςτο . 
 

6α) Να βρείτε το λ ώςτε τα διανφςματα  = (λ, ) και = (- 1, ) να είναι κάκετα. 

 

6β) Να αποδείξετε ότι τα διανφςματα  =(|x|,|y|)   και   =(λx, λy) είναι παράλλθλα αν λ>0 και οι x,y ∈R 
είναι ομόςθμοι.  

Αν λ 0  ,x 0  ,y 0  να αποδείξετε ότι το  είναι κάκετο ςτο αν και μόνο αν x=-y. Να ερμθνεφςετε 
γεωμετρικά το αποτζλεςμα. 
 

7)i) Οι ποςότθτεσ  είναι μζτρο διανφςματοσ ι απόλυτεσ τιμζσ;  

   ii) Κάποιοσ ζλυςε τθν παρακάτω ςχζςθ ωσ εξισ: 

   
 2 4 2 4u v
u,v 1

|u| |v| 2 4 2 4

        
 

          . Γιατί θ ςχζςθ αυτι είναι προφανώσ 

λάκοσ; 

iii)  Να αποδείξετε ότι δεν ιςχφει γενικά θ ιςότθτα  παρά μόνο αν τα διανφςματα είναι 

ςυγγραμμικά.  

iv)  Πότε ιςχφει | | | | | |  και πότε | | | | | |
      

;  

7α) Ζςτω δφο διανφςματα α και β


που ζχουν μζτρα α 3 και β 1


και ςχθματίηουν γωνία
6

   

i)  Να βρεκεί το 


                ii)  Αν x ,  y=
    

να βρεκεί το x  το y
 

  και θ γωνία μεταξφ των x,  y
 

  

 

8) Αν  = (1,0) και  = (-1,3) να αναλφςετε το διάνυςμα  ςε δφο κάκετεσ ςυνιςτώςεσ από τισ οποίεσ θ μία 
να είναι παράλλθλθ ςτο . 

8α) Δίνονται τα διανφςματα ,   . Να βρείτε τθν προβολι του   ςτο   και να το 
αναλφςετε ςε δφο κάκετεσ ςυνιςτώςεσ από τισ οποίεσ θ μία να είναι κάκετθ ςτο  

8β) Αν  και  να αναλφςετε το   ςε δφο κάκετεσ ςυνιςτώςεσ, από τισ οποίεσ θ μία 
να είναι παράλλθλθ προσ το   
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9) (ΚΕΕ) Δίνονται τα ςθμεία Α(3,2) και Β(7,-4). Να βρεκεί ςθμείο Μ του x΄x ώςτε: 
    i) το τρίγωνο ΜΑΒ να είναι ιςοςκελζσ με κορυφι το Μ 
    ii)  ορκογώνιο ςτο Μ 
10) Δίνονται τα ςθμεία, 2 1, 2 , 4,0  και 3,2 , όπου  είναι το μζςο του ευκυγράμμου 

τμιματοσ  και , R . Aν δίνεται ότι 2  και 5   και τα διανφςματα  


 και  AB


 είναι κάκετα να 

αποδείξετε ότι οι ςυντεταγμζνεσ του Α πλθροφν τθ ςχζςθ (2y-1,y).  
 

11)  Για τα διανφςματα α, β


  δίνεται ότι α   1,  β   2


 και  Ζςτω τα διανφςματα 

u  2α  3β,  v  α - 2β 
   

. Να υπολογίςετε: 

α. το εςωτερικό γινόμενο α  β


                                                   Μονάδεσ 5  

β. τα μζτρα u , v
 

 των διανυςμάτων u και  v
 

                             Μονάδεσ 8 

γ. το εςωτερικό γινόμενο u  v
 

                                              Μονάδεσ 7 
δ. το ςυνθμίτονο τθσ γωνίασ των διανυςμάτων u και  v

 
.       Μονάδεσ 5  

 
**12) βιβλιο Να  υπολογίςετε  τα  μικθ  των  διαγωνίων  ενόσ  παραλλθλογράμμου  που καταςκευάηεται  

με  τα  διανφςματα  2
5 2    και  3 ,  αν 2 2,   3  και ςυν ,

2

       
  

*13α)  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν Μ και Ν είναι τα μζςα των πλευρών ΒΓ και ΓΑ να αποδείξετε ότι:  
1

2

 
 

 
*13β) Ζςτω ζνα παραλλθλόγραμμο ΑΒΓΔ και Β΄,Δ΄ οι προβολζσ του Γ ςτισ ΑΒ και ΑΔ αντίςτοιχα. Να 
αποδείξετε ότι 

          
2

+́ ΄
    

 
*13γ) Δίνεται  παραλλθλόγραμμο  ΑΒΓΔ   και  κφκλοσ κζντρου Ο  που διζρχεται από τθν κορυφι  Α  και  

τζμνει τισ ευκείεσ  ΑΒ, ΑΓ  και ΑΔ  ςτα  Β΄,Γ΄,Δ΄   αντιςτοίχωσ.  Να  αποδείξετε  ότι 
2

΄  + ΄
    

+́ ΄ ΄
     

 
 

13δ)  Αν ςε ζνα ορκογώνιο ΑΒΓΔ  ́, ΄
 

είναι οι προβολζσ των  , 
 

ςτο   


να αποδείξετε ότι. 

ii) Κάποιοσ ζλυςε τθν παραπάνω άςκθςθ απλά διαγράφοντασ το   


από τθν εξίςωςθ που δίνεται. Να 
εξθγιςετε γιατί θ λφςθ που ζδωςε είναι λανκαςμζνθ. 
 

13ε) Να αποδείξετε ότι ςε κάκε ρόμβο ΑΒΓΔ ιςχφει 
2 2 2

4
  

.  Αν επιπλζον  ́, ΄
 

είναι οι 

προβολζσ των  , 
 

ςτισ ΑΔ και ΒΓ αντίςτοιχα να αποδείξετε ότι 2 +́ ΄
  

 

 

14)Δίνονται τα μθ ςυγγραμικά διανφςματα ,
 

. Αν 


=


 να βάλετε ςε κφκλο τθ ςωςτι απάντθςθ : 

 
x  είναι ςυγγραμικό διάνυςμα τθσ διχοτόμου τθσ γωνίασ 

Α: ( , )     Β: (- , )       Γ: ( , )        Δ:  ( ,i )    E:( ,x΄x)

  

        
 

 y  είναι διάνυςμα ςυγγραμικό τθσ διχοτόμου τθσ γωνίασ

Α: ( , )     Β: (- , )       Γ: ( , )        Δ:  ( ,i )    E:( ,x΄x)

  

        
 

 
14α) (ΕΜΕ) Ποια ςυνκικθ πρζπει να πλθροφν τα ευκφγραμμα τμιματα ΑΒ, ΑΔ, ΒΓ ώςτε τα διανφςματα 

,
 

 να ςχθματίηουν γωνία: α) οξεία β) ορκι γ) αμβλεία ;    
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15) Να αποδείξετε ότι  ιςχφει  // 
   

Ποια θ γεωμετρικι ερμθνεία τθσ ιςότθτασ;. 

16) Να αποδείξετε ότι για κάκε εςωτερικό ςθμείο Ο ενόσ ορκογωνίου ΑΒΓΔ ιςχφουν  

                  i)  
2 2 2 2

OA O O O
   

    ii)   OA O O O
   

 

17) Αν 0, 2 ,     1, 1
 

 να βρείτε α)  το 
 

       β)  το 3 2
   

       γ)   τθν γωνία των ,  
 

 

18) (KEE)  Δίνονται τα διανφςματα ,


   όπου 2  για κάκε κ,λ
   

 . Να αποδείξετε ότι 

α  β=0


. Αν 2 να βρεκεί το  
 

  

19) (ΚΕΕ) Αν ιςχφει 
   

να δείξετε ότι 3 
  

 

20) (ΚΕΕ) Αν ιςχφουν: 0,   p q,   p / /   και  q
        

να αποδειχκεί ότι κα ιςχφουν και οι ςχζςεισ: 

2 2
)  p                    β)   q  
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ΔΙΑΓΩΝΙΜΑ   2012 
ΕΡΩΣΗΕΙ ΩΣΟΤ-ΛΑΘΟΤ & ΠΟΛΛΑΠΛΗ ΕΠΙΛΟΓΗ 
1)   αν και μόνο αν     //  

 
                                                                                                    Λ  

2) Αν ιςχφει   τότε τα ,
 

είναι ςτθν ίδια ευκεία.                                                         Λ  

1) Δεν ιςχφει  για κανζνα διανφςμα ,
 

                                                                    Λ  

2)   => 2                                                                                                                                 Λ  

3)  Ιςχφει ότι   0
   

                                                                                                                         Λ  

4) Αν | | | | | |
   

 τότε τα ,
 

 είναι ομόρροπα                                                                                     Λ 

3)  για όλα τα διανφςματα ,
 

.                                                                                        Λ  

1)  Αν | | | | | |
   

 τότε τα ,
 

 είναι αντίρροπα                                                                                   Λ  

4)  Αν δυο διανφςματα είναι παράλλθλα δεν γίνεται 0
 

                                                            Λ  

4) Ιςχφει ότι   0
   

.                                                                                                                     Λ  

5)  Αν 
 

ιςχφει 0

 
.                                                                                                                   Λ  

3) Ιςχφει 

  
                                                                                                                                 Λ 

5)  Η προβολι ενόσ διανφςματοσ  ςε διάνυςμα  είναι διάνυςμα παράλλθλο ςτο 
  

                   Λ  

5) Αν 1 2 1 2,    και ,
 

 τότε 


1 1 2 2 ,
   

                                          Λ       

6) Αν 1 2 1 2,    και ,
 

 τότε 


1 1 2 2 ,
   

                                         Λ                                                                    

6)  Για τα διανφςματα , , ,
   

 ιςχφει + + 
       

                                                         Λ       

 
7)  Να πείτε ποια από τισ παρακάτω προτάςεισ δεν μπορεί να είναι ςωςτι για κανζνα διάνυςμα  

  ι /και 
 

 

    i)   =-          ii)  

 
  iii)  =0     iv)  0

  
       v) 

 
                       2 βακμοί  

7)  Να πείτε ποια από τισ παρακάτω προτάςεισ δεν μπορεί να είναι ςωςτι για κανζνα διάνυςμα  

  ι /και 
 

 

      i)      ii)   =0        iii)  =    iv) 

 
 v) 

 
.                           2 βακμοί     

     Να δικαιολογισετε τθν απάντθσθ σας 
7) Να πείτε ποια από τισ παρακάτω προτάςεισ δεν μπορεί να είναι ςωςτι για κανζνα διάνυςμα  

  ι /και 
 

 

    i)   =          ii)  0

  
  iii) 

 
  iv) 

 
     v)  =0                           

 

 

 8)  Αν  0, 180   και 2
   

 τότε 

    i)  0

  
   ii) 

 
   iii) 0

 
   iv) 2

 
     v) 

 
                       

8)  Αν  0, 60   και 2
   

 τότε 

     i)  

 
   ii) 

 
   iii)  

 
  iv)   0

 
   v)  0

  
 

8) Αν  0, 120   και 2
   

 τότε 

    i)  0

  
   ii) 

 
   iii) 0

 
   iv) 

 
     v) 

 
                         3 βακμοί 

   Να δικαιολογισετε τθν απάντθσθ σας. Δίνεται συν1200=- 1/2. 
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ΑΚΗΕΙ 

1) Αν  = (1,0) και  = (-1,3) να αναλφςετε το διάνυςμα  ςε δφο κάκετεσ ςυνιςτώςεσ από τισ οποίεσ θ μία να είναι 
παράλλθλθ ςτο .                                                                                                                                                  5 βακμοί 
2)  Να  υπολογίςετε  τα  μικθ  των  διαγωνίων  ενόσ  παραλλθλογράμμου  που καταςκευάηεται  με  τα   

διανφςματα  2
5 2    και  3 ,  αν 2 2,   3  και ςυν ,

2

       
                                      4 βακμοί 

 

1) Δίνονται τα διανφςματα ,   . Να βρείτε τθν προβολι του   ςτο   και να το αναλφςετε ςε 
δφο κάκετεσ ςυνιςτώςεσ από τισ οποίεσ θ μία να είναι κάκετθ ςτο                                                                5 βακμοί 

2) Για τα διανφςματα α, β


 δίνεται ότι α  1, β 2


και 
^ 1

,
2

 Ζςτω τα διανφςματα 

u  2α  3β,  v  α - 2β 
   

. Να υπολογίςετε: α. το εςωτερικό γινόμενο α  β


   β. τα μζτρα u , v
 

 των διανυςμάτων 

u και  v
 

    γ. το εςωτερικό γινόμενο u  v
 

                                                                                                    4 βακμοί                                  
 

1) Αν  και  να αναλφςετε το   ςε δφο κάκετεσ ςυνιςτώςεσ, από τισ οποίεσ θ μία να είναι 

παράλλθλθ προσ το                                                                                                                                                       5 βακμοί 

2) Αν  και 
^ 1
,

2


, να υπολογίςετε το ςυνθμίτονο τθσ γωνίασ των διανυςμάτων 

u  2α  4β,  v  α - β 
   

                                                                                                                                                 4 βακμοί 
3) Να αποδείξετε ότι  ιςχφει  // 

   
Ποια θ γεωμετρικι ερμθνεία τθσ ιςότθτασ;                  1 βακμός 

 


